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��� 
����� �� ����� ������ ����� �� �������� ��	
���	 �
����� �� ��� ��� ����
� ��� ���
 �������� ��
��������  !""#$% �������� ������� ��������� ������ �� ����� �� ����
�� ��&��
�� �%�%� �� 
�� �����
����� �� ��

�� ��������
 ������� ������
�� �� 
�� �

���
���� ������� 
������ �
���
���� �� � ��
 �� ���
���
��� �'��

���������
����% (�
� 
�� ���� �� �
�)� ����� ��
� � ������� 
������� �� ���� 
�� ������
��� �� 
�� ����
���
����� ����� �����������% * ��
 �� ���
���
��� �'�� 
���������
���� ��� �����+���
� � ���� ����� ���
��� ���
��� �� �
����� 
�� ����� ������ �
 �� ������ 
� �
��� 
�� �������
 ������
��� �� 
�� 
���������
����
�������� ������ ��,�������
� ��� ��������� ���� ����������� ��
���%

��� �-��
������� �� ����
�� ����� ����������� ��� ���� ������
��
�� �� .��,���  !""/$� �������� 0
1���  !""#$ ��� 
����� �
 ��%  !""2$% ���� ���� ����� 
��
 � ������������� ����
�� ���������� ������
���������� ����������� ��
��� ��� ����� ,����
� 
� 
�� .345 ������
��% 1������� ����
�� ����������� ��
� ������� ���������� 
�����,��6 
�� �����
�
����� ��,�������
� �� 
�� ����������� ������
�� ��� ������ ��
�����
��� ����
�� 
��� 
���� �� 
�� ������������% *� �������� �� 
�� �����
� �� ������� 
��
 ���� ����
�����
���
�� ��� �� ����� ��  (�������� !"""$% ��� ���� �� 7�  !""8$ �������� ��
�����
��� ��
����� ��
�
�� ������
� ���������� �� ���� �����
� �� ����
�� ������%

9�� ��
��
��� �� 
� �+
��� 
�� /������������ ����
�� ��
������
��� ������ �� ����� 
� ����
���
 :���
����
���; ���
��� �	����������	 �����
�� :�� 
��)� ��� ����
; �� � �����'�� ������
�� ��� 
� �+����� 
���� ��
��
���
��� �� 
�� ���
�+
 �� ����� ��
������
���% �� 
��� ������
� �� �������� ����
� �� �� ����� 
� �� ������� :��
� ������� ���
������� ����; �� � ���
������ �������% ��� ��� �� �������
� 
��)� ��������� 
�� ��������
 �
�
��������� �����
� 
�� ��������
�
��� �� �
�
�� ������ ��
� � ����
�� ����� 
��
 �� ���� �������� <�+���� ���
�����
�
������� �'����
 �������� ��
� �
��� ����
�� 
�����,��� ����� ��� 
��)� ���� ��  3����� !""=$ ���
 >����������� /??@$%

∗���������� 	
 ��
	�����
� ��� ����
	�����
���	��� ����
	�����
���	�� ��� ������ ��	
������� ���������� 	
 �������
�����������	��	��� ��� � � ������� !����� "�����������	
	���
#$

†���������� 	
 ��
	�����
� ��� ����
	�����
���	��� ���	����
�� ��
	�����
�� ���������� 	
 ������� �����������	��	��� ���
� � ������� !����� "�����������������
#$

‡���������� 	
 %��������
�� %��������
�� ��������� ���������� 	
 ������� �����������	��	��� ��� � � ������� !�����
"�����������������
#$
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*� �
�������
 �
� �� ������ �� � ���� ������
��� �� � ������
� ��
��� ����� (X, ρ) ��� � ���
� ��
 ��
���
���
��� 
���������
���� wi:X → X, i = 1, 2, . . . ,M % �
 �� ��
�� ���������
 
� ���
� �� �
� ��������
�� {X ;w1, w2, . . . , wM} ��� �������
 ���� ����<�� �� {X ;w1−M}% ��� �����
��� �� � ���������� �
� �� 
��
���,�� ��
 A∞ ��� ����� A∞ = limk→∞W k(A0) ��� ����� �
��
��� ��
 A0� �����

W (A) =
M⋃
i=1

wi(A) ��� A ∈ H(X),

��� H(X) �� 
�� ��
��� ����� �� ��� ������
� ������
 �����
� �� X ��
� ������
 
� 
�� 1������- ��
���%
��� A������ ������� :���  
������ !""2$; �������� � ������� �� 
�� �������� �� �
 �� �� �

���
��

�������
�� ��
� �� �
� ��� � ����� ������
� ������
 ��
% *� �

���
�� 
��
 �� ����� 
� � ����� ��
 �� ���
��
� �� �������
�� �
� ���� 
��
 
�� ����� �� ��� 
�� ���� ������� 
� 
�� ����� ��
 �� ����� 
� 
�� �����
��
% ��� ������ 
�� ����� �� 
� 
�� ����� ��
� 
�� ������ 
�� �

���
�� �� 
�� �
� ���� �� 
� 
�� ����� ��
%
���������� �� ����� 
� 
��
 
�� ��������� �� �� �

���
�� 
� � ����� ��
� ��� ���� ��
 �����
� 
�� �

���
��
�
����% ��� ������� 
������� �������� �� ��
 ����
���
���� �
 ���� ��
 ������
� ��� 
� ��� � ��
 �� ������
����� ��
 ��
���� �
 �������� � ��� 
� 
��
 �� �
� ��
���
 ���� ��� �����
�
��� �� 
�� �

���
��% �� 
���
���� �� ��� �
� �� R3 
� ����� ������ ��� ��
� �����������% 5���� �� ����� z = f(x, y) 
��
 ����� 
��
���� ����� �
 ���� ����
 (x, y)� �� ��� ��� 
�� �

���
�� �� ���� �� �
� 
� �����+���
� �
%

7�
 X = [0, 1] × [0, p] × R% 7�
 S = {(xi, yj , zij) : i = 0, 1, . . . , N ; j = 0, 1, . . . ,M} �� �� ��
������
���
��
 ��
� (N + 1)(M + 1) �	����������	 ���	�� ���� 
��
 0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1 ��� 0 = y0 <
y1 < · · · < yM = p% B���� 
�� ��
������
��� ����
�� �� ���
�
��� [0, 1] × [0, p] ��
� NM ���
������ Iij =
[xi−1, xi]× [yj−1, yj ], i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M ����� �� ���� ��
���	� �� �����	�% 
��
�������� ��

Q = {(x̂k, ŷl, ẑkl) : k = 0, 1, . . . ,K; l = 0, 1, . . . , L} �� � ��
 ��
� (K + 1)(L+ 1) ����
� ��
� Q ⊂ S :Q �= S;�
���� 
��
 0 = x̂0 < x̂1 < · · · < x̂K = 1 ��� 0 = ŷ0 < ŷ1 < . . . < ŷL = p% B���� 
�� ����
� �� Q �� ���
�
���
[0, 1] × [0, p] ��
� KL ���
������ Jkl = [x̂k−1, x̂k] × [ŷl−1, ŷl], k = 1, 2, . . . ,K ��� l = 1, 2, . . . , L ����� ��
������ ���� �	������� �� �����	�% �
 �� ������
 
��
 ��� ����� ������ 
���� ��� ���� ������� ����� ������%

7�
 J �� � ��������� ��� ���� 
��
 J: {1, 2, . . . , N} × {1, 2, . . . ,M} → {1, 2, . . . ,K} × {1, 2, . . . , L} ��
�
J(i, j) = (k, l)% >���� �������� wij :X → R3�

wij

⎛
⎝ x

y
z

⎞
⎠ =

⎛
⎝ aijx+ kij

dijy + lij
eijx+ gijy + hijxy + sijz +mij

⎞
⎠ , :!;

���� 
��


wij

⎛
⎝ x̂k−1

ŷl−1

ẑk−1,l−1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi−1

yj−1

zi−1,j−1

⎞
⎠ , wij

⎛
⎝ x̂k

ŷl−1

ẑk,l−1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi

yj−1

zi,j−1

⎞
⎠ ,

:/;

wij

⎛
⎝ x̂k−1

ŷl

ẑk−1,l

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi−1

yj

zi−1,j

⎞
⎠ ��� wij

⎛
⎝ x̂l

ŷl

ẑkl

⎞
⎠ =

⎛
⎝ xi

yj

zi,j

⎞
⎠

��� i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M % (� ����� 
� sij �� 
�� 
�	��
�����
 �� �����
�� �
���	� ��
����% ��� wij

��� 
�� ���
���� �� 
�� ������ Jkl = JJ(i,j) 
� 
�� ���
���� �� 
�� ������ Iij :��� 
��% !;% >���� 
�� ����
���
uij ��

uij

(
x
y

)
=

(
aij 0
0 dij

) (
x
y

)
+

(
kij

lij

)
=

(
φij(x)
ψij(y)

)
,

�� 
��
 wij = (uij , Fij)% ����

uij(JJ(i,j)) = Iij , i = 1, 2, . . . , N ��� j = 1, 2, . . . ,M.
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		��� ��
 #

�������
� ���� �� 
��� ���� ���� 
�� ������
� 
��
 ���
���� ����� ��� ������ 
� ���
���� ����� ���
���
�� ��

�� ���
�� sij % 
��� 
�� ����� ����
����
� � ���
�� �� = ������ �,��
���� ������6 
���� ��� ������ �� ������
��� 
�� ������
��� aij � kij � dij � lij � eij � gij � hij � mij �� 
���� �� 
�� ��������
�� �� 
�� ��
������
��� ����
�
��� 
�� �����
�� �
���	� ��
���� :���  >����� /??/$�  C��� !""8$;% 
������� ��
 Φ: {1, 2, . . . , N}×{1, 2, . . . ,M} →
{1, 2, . . . , NM} �� � !�! ����
��� :�%�% �� �������
��� �� 
�� ��
 {(i, j) : i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . ,M};%

* ��
����	� ��� :�� D�
� ��� ����
; ����
����� ��
� 
�� ��
 �� ��
� S ������
� �� 
�� �
� {X ; w1−N,1−M}
��� � �����
�����
�� ��
��+ P = (pnm ∈ [0, 1] : n,m ∈ {Φ(i, j), i = 1, 2, . . .N ; j = 1, 2, . . . ,M})� ���� 
��


NM∑
n=1

pmn = 1, m = 1, 2, . . . , NM. :#;

��� ��������
 �
���
��� �� ����� �� 
�� 
�		�
���	 ������ C = (Cnm) ����� �� ������ ��

Cnm =
{

1, if pmn > 0
0, if pmn = 0,

����� n,m = 1, 2, . . . , NM % ��� 
�����
��� ���������
� ��� � ���
��� ������
� 
��� E����� ������� �� pnm�
����� ����� 
�� ���������
� �� 
������� ��
� �
�
� m ����� 
��
 
�� ������� �� �� �
�
� n% A����
��� :#; ����

��
 ��������� �
�
� 
�� ���
�� �� �� :��� n;� � ��
 �� ���������
��� �� ��������� 
��
 ��� 
� !� ��� 
���
�������� 
�� �������� �
�
�� 
� ����� 
�� ���
�� 
�����
� �
 
�� ��+
 �
��%

(� ������ 
��
 pN, pK ∈ N� 
�� ������� :������ �� 
�� ��
������
��� ����
�; ��� �,����� �� ����
δ = 1/N � ����� 
�� ������� ��� �,����� �� ���� Δ = 1/K :
��� M = pN ��� L = pK; ��� 
�� ������
a = Δ/δ = N/K �� �� ��
���� ����
�� 
��� ���% ��� ������ a2 �+������� 
�� ������ �� ������� ���
�����
�� ��� ������%

�� �� ����� 
�� �������
��� Φ(i, j) = (i − 1)M + j, i = 1, . . . , N ��� j = 1, . . . ,M � 
��� Φ−1(n) =
((n− 1) divM + 1, (n− 1) mod M + 1), n = 1, . . . , NM ��� 
�� NM ×NM �
�����
�� ��
��+ P �� ������
��

pnm =
{

1/a2, if I(n−1) div M+1,(n−1) mod M+1 ⊆ JJ((m−1) div M+1,(m−1) mod M+1)

0, otherwise

��� ����� ������
 ������ ����
�� ����� ����������� ����� 
��)� �� ������% ������� �� ��� ����� � ����
����
����� f 
��
 �� ���� 
� ������% 3��� ���� ����� ��+��� ��� ����
���
 
�� ��
������
��� ��
% B������ 
����
��+��� ���� � ����
��
 ���
���� δ ����� 
�� ����F��
�� ��� ���
���� �����
���% B���� 
�� ��
������
��� ����
�
�� ���� � ���
������� ���� �� R2 ��� ���� 
�� �������� ���
������ :�� ���� ����
� δ; �������% �����
 
����
���� �� 
�� ��
������
��� ����
� ��� ����
���
 
�� ��
 Q% B������ 
���� ��+��� ���� � ����
��
 ���
���� Δ
����� 
�� ����F��
�� ��� ���
���� �����
���� ����� Δ �� � ���
���� �� δ% B���� 
�� ����
� �� Q ���� ���
���
���
������� ���� ��� ���� 
�� �������� ���
������ :�� ���� ����
� Δ; �������% ��� ���� �� 
� ��� ��� ����
������ Iij � ��� wij 
��
 ���� 
�� ��+��� �� � ������ Jkl :����� (k, l) = J(i, j); 
� 
�� ��+��� �� 
�� �������
������ Iij �� ����� 
� 
�� �������� ��+��� �� ��������% �
����� 
�� ��
������
��� ����
� ��� 
�� ������
���
����� �������� ���� wij �� ��� ������
� 
�� �

���
�� �� 
�� ������ D�
� ��� 
�� >�
�������
�� �
���
���
*�����
�� :���  ��������� !""#�$;%

�� 
�� ���
���� ������� ���
��� ���� 0 < |sij | < 1� 
��� 
���� �� � ��
��� d �� X � �,�������
 
� 
�� 4��������
��
���� ���� 
��
 
�� D�
� {X ;w1−N,1−M , P} �� ���������� ��
� ������
 
� d ��� ��� A∞ �� �
� �

���
��%
��� ��������� �������
��� ����� 
�� �����
���� ������ �� ����� 
� ����
���
 ��
������
��� ����
�� ����
����
:��� ����  ��������� �
 ��%� /??@$;%

����������� 	 ��� ��� ���� �� ���	�� ����� �	� 
�	����� ��� �����	 Jkl, k = 1, 2, . . . ,K, l = 1, 2, . . . , L�
������� ����

����kl[ν]� ν = 1, . . . , a− 1� ��	��� ��� �����
�� �����	
� �� ��
� �	����������	 ���	�
{(x(k−1)a, y(l−1)a+ν , z(k−1)a, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1} ���� ��� ��	� ���	�� �
 ��� ���	��
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wij

>�����
Jkl

(xi, yj−1)

(xi, yj)

D�����
Iij

(xi−1, yj−1)

(xi−1, yj)

(x̂k−1, ŷl−1) (x̂k, ŷl−1)

(x̂k−1, ŷl) (x̂k, ŷl)


����� !	 E������ ������� �� �� ����� 
� ������� �� �� �����%

(x(k−1)a, y(l−1)a, z(k−1)a, (l−1)a) �	� (x(k−1)a, yla, z(k−1)a, la),
�� !�kl[ν]� ν = 1, . . . , a− 1� ��	��� ��� �����
�� �����	
� �� ��
� �	����������	 ���	�

{(xka, y(l−1)a+ν , zka, (l−1)a+ν), ν = 1, . . . , a− 1} ���� ��� ��	� ���	�� �
 ��� ���	��
(xka, y(l−1)a, zka, (l−1)a) �	� (xka, yla, zka, la),

"#$%kl[ν]� ν = 1, . . . , a− 1� ��	��� ��� �����
�� �����	
� �� ��
� �	����������	 ���	�
{(x(k−1)a+ν , y(l−1)a, z(k−1)a+ν, (l−1)a), ν = 1, . . . , a− 1} ���� ��� ��	� ���	�� �
 ��� ���	��
(x(k−1)a, y(l−1)a, z(k−1)a, (l−1)a) �	� (xka, y(l−1)a, zka, (l−1)a),

&'kl[ν]� ν = 1, . . . , a− 1� ��	��� ��� �����
�� �����	
� �� ��
� �	����������	 ���	�
{(x(k−1)a+ν , yla, z(k−1)a+ν, la), ν = 1, . . . , a− 1} ���� ��� ��	� ���	�� �
 ��� ���	��
(x(k−1)a, yla, z(k−1)a, la) �	� (xka, yla, zka, la).

��
� �	� �� ����� �����
�� �����	
�� �� ��(�	 ��������� �� ��� 
�������	��	� �	����������	 ���	� �� ����� ���

�������	��	� ��	�) �����*��� �� ��(�	 	������� +��� ���� ,-� ��� ��� �����
�� �
���	� ��
���� ���


si,j · �� !�J(i,j)[ν] = si+1,j · ����J(i+1,j)[ν]
si,j · &'J(i,j)[ν] = si,j+1 · "#$%J(i,j+1)[ν]

��� i, j, ν ∈ N : i = 1, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,M − 1, ν = 1, . . . , a− 1.

���	 A∞ *��� �� ��� ����� �� � 
�	��	���� ��	
���	 f : [0, 1] × [0, p] → R ���� �	���������� ��� ���� S =
{(xi, yj, zij) : i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . ,M}�


�������� 	 ��� ��	
���	 f *���� ����� �� ��� �����
��� �� ��� ���� ���
����� �	 '���� . �� 
����� ���
����
�� ��
������
��� ������� 
�������	��	� �� ��� ���� {(xi, yj , zij) : i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . ,M}
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LEFT[1]

RIGHT[1]

DOWN[1]

UP[1]

RIGHT[1]

DOWN[1]

UP[1]

DOWN[2]

LEFT[2]

UP[2]

RIGHT[2]

LEFT[1]

:�; :�;


����� /	 ��� �����
��� �� ���
����
�% :�; a = 2� :�; a = 3

� �
� �������� �����
�
��

7�
 Iij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj] �� ��� �� 
�� �������% 7�
� ����� Jkl = [x̂k−1, x̂k] × [ŷj−1, ŷj ] �� ��� �� 
��
������������� �������% �
 �� �������� 
��
 �� 
�� ���
���
���
� ���
��� ���� ����� ��� 
�� ������ Iij � 
��
�
��� ������
��� ����� �� ������ ��
�������%

��� ������	
� ��
��
��
�� �� ��� ����	���
�
�� �����	�


��� ���
 ��� ���
����� ����������� �� ��� 
��
 
�� ���
���� (x̂k−1, ŷl−1)� (x̂k−1, ŷl)� (x̂k, ŷl−1)� (x̂k, ŷl)
�� 
�� ������ ��� ������ 
� 
�� ���
���� �� 
�� ������ (xi−1, yj−1)� (xi−1, yj)� (xi, yj−1)� (xi, yj) ��� 
��
���
 �� 
�� ����
��� :�����; 
��
 �� G���
�����H �� 
�� ������ Jkl �� ���
���
�� ���
������ �� 
�� �������
���
���
���
� ���
�� sij % A����� y = ŷl−1% 7�
 |μy

0 | �� 
�� ���� ������
� ���
���� ���
���� ��
���� ���
����
��� :�����; ����� f(x, y) :��
� x = x̂k−1, x̂k−1 + 1, . . . , x̂k−1 + δ = x̂k; ��� 
�� �
�����
 ���� ��
����

�� ���
���� (x̂k−1, ŷl−1) ��� (x̂k, ŷl−1)% ��� ����� �� 
�� ���
���� ���
���� �� 
���� �� ����
���� �� f(x, y) ��
����� 
�� �
�����
 ���� ��� ����
��� �
�������% I�� ������ y = ŷl−1 + 1 ��� �����
� |μy

1 | ���������% ��
�������� ������ y = ŷl−1 + r :��� r = 0, 1, . . . , δ; ��� ��
 |μy

r | �� 
�� ���� ������
� ���
���� ���
���� ��
����
��� ����� f(x, y) :��
� x = x̂k−1, x̂k−1 + 1, . . . , x̂k−1 + δ = x̂k; ��� 
�� �
�����
 ���� ��
���� 
�� ���
����
(x̂k−1, y) ��� (x̂k, y)% ��������� ������ x = x̂k−1 + r :��� r = 0, 1, . . . , δ; ��� ��
 |μx

r | �� 
�� ���� ������
�
���
���� ���
���� ��
���� ��� ����
��� :�����; ����� f(x, y) :��
� y = ŷl−1, ŷl−1 + 1, . . . , ŷl−1 + δ = ŷl; ���

�� �
�����
 ���� ��
���� 
�� �������
� (x, ŷl−1) ��� (x, ŷl)% ��� ���� �� μx

r �� 
���� �� ��������� �����%
���� μ = mean{μx

r , μ
y
r , r = 0, 1, . . . , δ}% (� �����
� ν ��������� �� ����� 
�� ������ �� 
�� ����
��� �����

������ ������ Iij % ���� 
�� ���
���
���
� ���
�� �� �����
�� �� sij = ν/μ%

��� ��� 
���	�� �
��	
���

(� ��� ������
 �� �
���
��� ������
�� ��� ������ 
�� ����� ����������� �%�% 
�� ��
������
��� ����
�
(xi, yi, zi,j)� 
�� ���
���
���
� ���
��� ��� 
�� ��������� :�%�%� 
�� ���
���
���� �������; �������
�� ��
�
���� ������ �� 
�� ����
���% ������� �� ��� ������� ��
� � N1 ×N2 ��+�� ����� �� ����� ���� ��+�� ��� ��
��� �� /2J ������ �� ����% (� ������ δ ��� Δ � ������ ��� ���� 
�� ��
 �� ��
������
��� ����
� S ��� 
��
��
 �� ������� ����
� Q% ��� ������ �� ��
������
��� �������� NM � �� ����
�� 
��� 
�� ������ �� ���
���

������� �������� ��� M1% *�������� 
� 
�� �+��
��� 
������ �� ���� 
� �
��� 
�� ����� ������
���% 
�� ����
�������� ������ �� ���� ��� 
�� G���
�������H ������ ��
� ������
 
� � ��
��� h% �� � G����H ��
�� �� �����
�� �
��� 
�� ������
��� ���
���
���
� ���
�� ��� �
� ������� :�%�% 
�� ������ �� 
�� G���
�������H ������;�
�
������� �� ���
�
��� 
�� ������ ��
� a2 ������� ������� �� ���������
� δ/a� �
��� 
�� ��� ��
������
��� ����
�
:
�� ���
���� �� 
�� ������� �������; ��� �����
 
�� ��������� ��� ���� ��� ������% ��� ��������� ������
��
��������� 
�� ��������� �� ��
����%
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����� #	 5����
��� �������
��� �� 
�� ���
���
���
� ���
���%

!; A����� ������ ��� δ ��� Δ� ���� 
��
 Δ = aδ% A������ ����� ����� 
�������� ε ��� � ��+���� ���
�
dmax%

/; A���
� 
�� ,������ ��� ����� �/���� ��� ��
 ��� 
�� ������� ������ �� ���� �� � ,���� ����� �/����
��� ��
 ��� 
�� ���
��� ��
������
��� ����
� ������% �� ����
��� ����
� 
�� ���
� ,����� ����� 
/����
��� �/���� :�� �
��� 
�� ���
���
���
� ���
��� �� 
�� ���
 ��� 
�� ��������� �� 
�� ��

��;% ��
 
��
���
� d = 1 ��� ����
� �� ���
� ,���� ����� �/����,%

#; 
���� �/���� �� ��
 ���
� ��

:�; 5�
 ��� ������ ���� �/����%

:�; ��� ������ j = 1 : M1 ��

:�; A����
� 
�� ���
���
���
� ���
�� ��� 
�� ��� �������
�� ��
� 
�� j�
� ������ ��� 
�� ������%

:��; �� |s| ≥ 1� ���� �� 
� :�;% 9
������� ����� 
�� �����
��� �� ���
����
�% �� �
 �����)
 �����
��
� :�;%

:���; A����
� 
�� �
��� ������
��� ��� ��� 
�� ����
� �� 
�� j�
� ������ :��� Dj; 
������ w
��������� 
� 
�� �����	� ���������% ��� w (Dj) 
�� �������� ��
%

:��; A����
� :��
� � ������ ���
���� �������; 
�� ���
���� hij ��
���� w (Dj) ��� 
�� ����
�
�� ������ i%

:�; ���� j

:�; 
��� 
�� j ��� ����� hij �� � �������%

:�; �� hij > ε ��� d < dmax

���� ����
� ���� ��� �������� ��� 
��� 
� �/����,� ��� 
�� ���
���� �� ���� ��� ������ 
� �/����
:�� ����
����� ��
������
��� ����
�; ��� ��� ? 
� �/����
����

�
��� j ��
� 
�� ������� ���
���� ������ �/���� ��� s ������ 
/����%

@; �� �/����, �� ��
 ���
�� 
��� ��
 squeue = squeue2� d = d+ 1 ��� �� 
� :#;%

2; �
��� dmax� δ� Δ� 
/����� �/���� ��� �/����%

J; 4��%
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��� ������� ��������� (� ��� 
�� ������ Dj 
� 
�� ������ R%

!% 3�
 
�� �������
� �� 
�� ������ R 
� 
�� ��� ��
 w (Dj)%

/% A����
� 
�� �
��� ������
���% 7�
 a = δ/Δ� ����� δ� Δ ��� 
�� ���� �� 
�� ������ ��� 
�� ������
�������� ������� ������
�����%

#% E�� 
�� ����
� �� 
�� ���
 ��� ���
 ��� �� �������% ��� ���
 ��� 
�� ���
 ����
 �� 
���� ���� �� Dj ���
��
������
��� ����
� ��� 
��� ���� ���� ������� ������% E�� 
�� (a + 1)�
� ����
 �� 
�� ������ 
�

�� /�� ����
 �� 
�� w (Dj)% A��
���� �� ������� 
�� (2a + 1), (3a + 1), . . . ����
 �� 
�� ������ 
�

�� #��� @
�� %%% ����
 �� 
�� w (Dj)%

@% 
�� ��� �
��� ����	 E�� 
�� (a+ 1), (2a+ 1), . . . ����
 �� 
�� ������ 
� 
�� !�
� /��� %%% ����
 �� 
��
w (Dj)%

��� � ������	���
�� �
��	
���

�� ������
���
 
�� �������� ������ �� ��� ��� 
�� >�
�������
�� �
���
��� *�����
�� :>�*; �� ��  ���������
!""#$% ��� >�*� 
������ ��� � ����� ��������% (��� ������� 
�� ����
� �� � ������ 
� 
�� �������������
������� �
 �� �������� 
��
 ���� ����
� �� 
�� ������ ���� ��
 �� ������ 
� � ������� ����
 �� 
�� ������% 
��
�+������ 
�� ��+�� (100, 150) ��� �� ������ 
� 
�� ����
 (34.33, 12.46)� ����� �� ��
 � ������� ��+��% �
 ��
�������� 
��
 ���
 �� 
�� ��+��� ���� �� ������ �� 
��� ���% ��� �� ����� 
� ������
���
 
�� �������� ��+���� ��
���
 ��� 
���� ����
� ��������� ���� 
�� ������� �� ���� ������ 
��
 ��� ����� 
� 
�� ������������� ��+��%
�� 
�� �������� �+������ 
�� ����
 (34.33, 12.46) :����� �
����; ���
 �� ���� ��� 
�� ������
���
��� �� 
��
��+��� (34, 12), (35, 12), (34, 13) ��� (35, 13)% 9� ������� 
��� ���� �������� 
�� �����
 �� �������
���� ��� �
 ��
������ 
��
 �� 
�� ������ �� �
���
���� �� ��
 ���,��
�� ����
� ���� � ������� ��+�� ���)
 �� ��������� �������

� ���� ��� ���� �
���
����%

�� ����� 
� �������
 
���� �������� �� ��
������ � �����
��� �� 
�� >�* ��� 
�� ���� �
 ����� δ = ar ���
Δ = ar+1% �� 
��� ����� 
�� ������
�� ����� �+��
�� r+1 �
���
���� 
� ������
���
 
�� �������� ����� ��
���

�����
��� ����������� ����
�% ���� ����� 
��
 
�� ������
�� �����
�� 
�� ����
� ��
� ��
���� ��������
��
:
��
 ��� ��
��� ��+���;� 
��� ��
 ������ 
�� ���� ��������% 
���% @ ��� 2 ���� ��� ��� ����� �� �������
��
� ������� ��� �������% (� ������ 
��
 
�� ����� ��� ���������� 9× 9� δ = 4 ��� δ = 8 �����
��� �� ���
������ ��� ���� �������% ��� ������ �� ���� ��+�� �
�
�� 
�� �
���
��� �� ����� ����� ��+�� �� �����
��%
(� ���� ������ δ = 8 = 23 ��� Δ = 16 = 24� 
��� 2 + 1 = 3 �
���
���� ��� 
�� ������
� ������
���
��� ���
������%

��� ������������� ���������

!% A���
� 
�� ,����� AD[i], CON [i], IP [i]� i = 1, 2, . . . , dmax� ����� ���
��� 
�� ��������� ���
���
���
�
���
��� ��� ��
������
��� ����
� �� 
�� ������� �� ���� δ/a(i−1)% *�� 
���� ������� ���� �
���� �� �/�����

/���� ��� �/����� ������
�����%

/% 3�
 
�� ��
������
��� ����
� ������ 
�� ���
���%

#% A����
� steps = trunc
(

log(δ)
log(a)

)

@% ��� t = 1 	 steps ��

��� i = 1 	 min{steps, dmax}

:�; 
�� ����� ������ �� ���� δ/a(i−1) ��

:�; 
��� 
�� ������������� ������ :j; :���� AD[i];%
:��; �� j �= 0 ����



����� ����	�

��� 

��� 	��
		��� ��
 =


����� @	 ��� ���� �� 
�� ��+��� ��� ��
 
���� ������ �� ����� �� �������� δ = 8 ��� Δ = 16� 
��� ��������
!J ������� ��� @ �������% ��� �������
� �� 
�� ������� ��� ����
�� �����% 4���� ������� ��+�� �� ��
��
������
��� ����
%

*% 
��� 
�� ������������� ���
���
���
� ���
�� :���� CON [i]; ��� �����
� 
�� ���
 �� 
��
��� ������
���%

�% >� 
�� ��������� ����� 
�� ���
 ��� �� 
�� ������ �� ������� :a(t−1) 
����;% ��������
���� ��� �����	 +�� � ���� �� ��� ��
����- �� �	������
 ����
 �	� ��������
 ���� ��������	
����� ��������	� *
 
��� �
��� ���� ��+��� �� ���
���� :����F��
�� �� ���
����; δ/a(t−1) ���
������� ������ ���� 
��������� ������� �� ���� ������ �����% ��� 
� �� ���� ��� ����

� 
�� G��+
H ��� ���
 ���� δ/a(t−1) �����%

• 
�� 
�� ���
 ��� ��	 ���� 
�� ���
 ����
 :�
 ��� ���� ������ �������;% E�� 
�� G��+
H
a− 1 ����
� �� 
�� ������� ���� 
�� G��+
H ����
 ��� 
�� G��+
H a− 1 ����
� �
�% >�

��� ����� 
�� ����
 ������ �������
 �� ������� :a(t−1) 
����;% �������� ���� �����
a − 1 ���	�� ��� 	�� 
�	��
�����0 �� �� ���� �	� ���	� �� ��� 1	���2 
�� ���� �(��
δ/a(t−1) ���	���

• E�� 
�� ��+
 a − 1 ����� �� �������	 *
 ���� ���� ��� at + 1 ����
�% �������� ����
����� ���	�� ��� 	�� 
�	��
�����0 �� �� ���� �	� ���	� �� ��� 1	���2 
�� ���� �(��
δ/a(t−1) ���	���

:���; 
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�� ���
 ���� ��	 ���� 
�� ���
 ����
 :��
������
��� ����
;% E�� 
�� G��+
H a − 1 ����
�
�� 
�� ������� ���� 
�� G��+
H ����
 ��� 
�� G��+
H a − 1 ����
� �
�% >� 
��� ��
�� 
��
����
 ������ �������
 �� ������� :a(t−1) 
����;% D������� 
��
 
���� a − 1 ����
� ��� ��

�������
���K �� �� ���� ��� ����
 
� 
�� G��+
H ��� ���
 ���� δ/a(t−1) ����
�%

� ��������
�� ������� ��� ���	���
���
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�� 
�� �������
��� �� 
�� ������
�� �� �� ����� �� ���� 
� �
��� ���� ��
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���
����
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���
���
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�
�
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 ,���
��� 
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���� �� ��� ����� ����
���
 �� �������� ����������� 
� 
�� ��
������
��� ����
� ��� 
�� ��������� 
� �������� 
�� ����������� ��
��
���� ���
���% �� 
�� ��+
 �+������ �� ���� 
�� ��
���� ������ ����������� ��� J ��
� ��� 
�� ,���
���
���
�� 
�� ���
���
���
� ���
��� :������� ������ �������� ��������
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���
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���
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� ��� 
�� ����
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 ������� ���� �
���
��� !; �� 
�� ������ 
� ���� ������%

�� ����� 
� �����
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�� ���
����� ��������� �� 
�� ������
���� �� ���� 
�� ρ2 :4��������; ���
����
�������% ��� �������� ����� ���� �� ��� ��������� ����
 �� 
�� �+�������
� ������
�� ���� �� 
�� 2049 ×
2049 × 8 ��� ����� �� 7��� ����� �� 
��% @:�;% 
������� ��� 
�� �������
��� �� 
�� ���
���
���
� ���
��� ��
���� 
�� �����
��� �������� ��������� �� ������
��� #%!%
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�� �������� ���
����% 
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����
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���� 
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�� ����� �� 7���% 
��%
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����
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�������� ��
����% G3�*/>H �� 
�� /> ��������� ������'�� ������ G�������
�H
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������� ����� G��������H �
���� ��� 
�� ��
��� ��������� ��
�
���
�� ���
��� ��� ��������� �� ����
� �� I��� 7� ��  7�� !""8$% �� ������� 
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��� ���� ��
���
������ 
� �������� 
��� ����� �� ���� � 3��
��� @ 3A ��
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��� ��� ��������
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��
 ��� �������� ��� �����%
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����� J	 :�; ��� �������� ����� �� 7���% :�; ��� 
��
 ����� ��
�� ����������� ��
� 
�� �������
� ����� ���
δ = 64� Δ = 128� ε = 4� dmax = 4%

:�; :�;


����� 8	 ��� 
��
 ����� ���������� :�; �� � ���
�� �� 2J%J? ��
� @?%#8�� 3�ID ��� δ = 32� Δ = 64�
ε = 2.4� dmax = 3 :�; �� � ���
�� �� !@! ��
� @2%8@�� 3�ID ��� δ = 64� Δ = 128� ε = 2.6� dmax = 3 �����

�� �������
� �����%
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����� =	 A��������� �� �����
� ��� 2049× 2049 ����� �� 7���%

3�����
��� :δ,Δ, dmax, ε; 4��% 
��� :���; 3�ID :��; ����% ��
��

32, 64, 3, 0.7 ≈ / ��� @#%// /2	!
64, 128, 4, 0.6 ≈ / ��� @/%2/ #?%/#	!
64, 128, 4, 1.6 ≈ ! ��� @!%?# @=%=2	!
32, 64, 3, 2.4 ≈ ! ��� @?%#8 2J%J	!
64, 128, 4, 2.2 ≈ /2 ���� @?%?! J/	!
64, 128, 4, 2.6 ≈ /2 ���� #"%@@ J"%8/	!
32, 64, 3, 3.2 ≈ /? ���� #=%#= =!%"!	!
64, 128, 4, 4 ≈ /? ���� #8%@J "2%?=	!
64, 128, 3, 2.6 ≈ != ���� #2%8@ !@!%!	!
64, 128, 3, 4 ≈ !2 ���� #2%?! !8!%8J	!
64, 128, 2, 1.7 ≈ != ���� ##%#" /!?%#!	!
64, 128, 2, 3.4 ≈ != ���� ##%!= /#=%J!	!
32, 64, 1, 4 ≈ /2 ���� /=%2# @/J	!
64, 128, 1, 4 ≈ /2 ���� /@%#8 !88J	!

����� !	 A��������� �� 
�� �������
��� �� 
�� ��������� ����� �� 
�� ����� �� 7��� :/?@"×/?@"; �����
������� ������
���%
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